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Введение
Холодной автоэлектронной эмиссией называется процесс, при котором какое-
либо тело без предварительного возбуждения испускает электроны под дей-
ствием внешнего поля [1].
Преимущество холодных полевых эмиттеров относительно термокатодов
заключается в том, что они не требуют накала и позволяют достичь больших
плотностей токов (до 106 A/cm2). Благодаря данной особенности, полевые
эмиттеры привлекательны в создании приборов малых размеров [2].
Разность потенциалов, получаемая между холодным полевым катодом и
анодом, является источником электростатического поля в системе, достаточ-
ного для возникновения полевой электронной эмиссии в случае, если катод
имеет форму тонкого острия с радиусом кривизны на вершине в доли мик-
рона. Однако, стабильные значения тока, получаемого с отдельного полевого
острия, малы. Поэтому, для того, чтобы получить большие значения тока,
требуются катоды, представляющие собой многоострийные системы (Рису-
нок 1) [3, 4].
Целью данной работы является построение математической модели мно-
гоэмиттерного полевого катода в виде периодической системы острий и на-
хождение распределения электрического потенциала во всей области рассмат-
риваемой системы.
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Рис. 1: Модель периодической диодной эмиссионной системы.
4
Глава 1
Математическое
моделирование системы
полевых катодов
1.1 Физическая постановка задачи для много-
эмиттерной системы
Задана периодическая система полевых острий, расположенных в перио-
дической прямоугольной решетке, каждое острие — в центре своей ячейки.
Задача решалась в декартовой системе координат (x, y, z) методом разде-
ления переменных. В силу периодичности рассматривалась одна ячейка высо-
ты zM+1 с периодами T1 и T2 по x и y соответственно. В данной системе катод
является острием, расположенным на плоской подложке, анод задается как
плоскость, параллельная подложке. Длина острия равна zM . Для моделиро-
вания влияния полевого острия рассматривалось влияние системы зарядов,
лежащих на оси z таким образом, чтобы форма острия совпадала с нулевой
эквипотенциалью, образованной распределением потенциала. Напряжение на
катоде и подложке равно нулю, на анод подаётся постоянное напряжение U0.
На рисунке 1.1 представлена одна ячейка периодической системы [5,6].
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Рис. 1.1: Схематическое изображение диодной эмиссионной системы.
Параметры задачи: T1 — период по оси x; T2 — период по оси y; z =
0 — поверхность подложки; напряжение на катоде и подложке равно нулю;
число точечных зарядов —M ; поверхность анода — z = zM+1; напряжение на
аноде — U0; величинаm-го точечного заряда — qm; координатаm-го точечного
заряда по оси z — zm, m = 1,M .
1.2 Математическая модель системы полевых
катодов
По физической модели, представленной в предыдущем разделе, строится
математическая модель, которая заключается в нахождении функции U(x, y, z),
удовлетворяющей уравнению Пуассона и граничным условиям. Уравнение
Пуассона [7]:
∆U(x, y, z) = −ρ(x, y, z)
ε0
. (1.1)
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Граничные условия:
∂U(x, y, z)
∂x
∣∣∣∣
x=x1
=
∂U(x, y, z)
∂x
∣∣∣∣
x=x2
= 0;
∂U(x, y, z)
∂y
∣∣∣∣
y=y1
=
∂U(x, y, z)
∂y
∣∣∣∣
y=y2
= 0;
U(x, y, 0) = 0;
U(x, y, zm+1) = U0.
(1.2)
1.3 Решение граничной задачи методом разде-
ления переменных
Решение задачи (1.1)–(1.2) будем искать в виде суммы общего и частного
решений. Для этого решим уравнение Лапласа в декартовых координатах [9]:
∆U =
∂2U
∂x2
+
∂2U
∂y2
+
∂2U
∂z2
= 0
с заданными граничными условиями методом разделения переменных. Пред-
ставим U в виде
U(x, y, z) = X(x)Y (y)v(z). (1.3)
Получим уравнение:
X ′′
X
+
Y ′′
Y
+
v′′
v
= 0.
Полагая X ′′/X = α2, Y ′′/Y = β2 и v′′/v = γ2, получим:
α2 + β2 = −γ2;
X ′′ + α2X = 0;
Y ′′ + β2Y = 0;
где решения дифференциальных уравнений имеют вид:
X(x) = A cosαx+B sinαx; (1.4)
Y (y) = C cos βy +D sin βy. (1.5)
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Подставив (1.4), (1.5) в (1.3), получим:
U(x, y, z) = (A cosαx+B sinαx)(C cos βy +D sin βy)v(z). (1.6)
Однородные граничные условия по переменной x и уравнение (1.4) приводят
к системе: {
A cosαx1 +B sinαx1 = 0;
A cosαx2 +B sinαx2 = 0;
решение которой имеет вид:
αn =
pin
x2 − x1 ; (1.7)
A = B
cosαx1
sinαx1
. (1.8)
Аналогично, из однородных граничных условий по переменной y и уравнения
(1.5): {
C cos βy1 +D sin βy1 = 0;
C cos βy2 +D sin βy2 = 0;
получим:
βk =
pik
y2 − y1 ; (1.9)
C = D
cos βy1
sin βy1
. (1.10)
Перепишем (1.6) с учетом (1.7), (1.8), (1.9), (1.10):
U(x, y, z) =
∞∑
k=0
∞∑
n=0
vk,n(z) cos(
pin(x− x1)
x2 − x1 ) cos(
pik(y − y1)
y2 − y1 ).
Далее решаем задачу для уравнения Пуассона:
∆U =
∂2U
∂x2
+
∂2U
∂y2
+
∂2U
∂z2
= −ρ(x, y, z)
0
; (1.11)
где
ρ(x, y, z) =
{
ρm, |x| < ε, |y| < ε, |z − zk| < δ;
0, else.
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Переходим к пределу, полагая:
lim
ε,δ→0
8ρmε
2δ = qm.
Неизвестную функцию vk,n(z) можно записать в виде:
vk,n(z) =
α
(x2 − x1)(y2 − y1)
x2∫
x1
y2∫
y1
U(x, y, z)×
× cos(pin(x− x1)
x2 − x1 ) cos(
pik(y − y1)
y2 − y1 )dydx, (1.12)
где
α =

1, k = 0, n = 0;
2, k = 0, n > 0 ∨ n = 0, k > 0;
4, k > 0, n > 0.
Домножим (1.11) на cos(
pin(x− x1)
x2 − x1 ) cos(
pik(y − y1)
y2 − y1 ) и проинтегрируем по со-
ответствующим переменным:
x2∫
x1
y2∫
y1
∂2U
∂x2
cos(
pin(x− x1)
x2 − x1 ) cos(
pik(y − y1)
y2 − y1 )dy dx+
+
x2∫
x1
y2∫
y1
∂2U
∂y2
cos(
pin(x− x1)
x2 − x1 ) cos(
pik(y − y1)
y2 − y1 )dy dx+
+
x2∫
x1
y2∫
y1
∂2U
∂z2
cos(
pin(x− x1)
x2 − x1 ) cos(
pik(y − y1)
y2 − y1 )dy dx =
= − 1
0
x2∫
x1
y2∫
y1
ρ(x, y, z) cos(
pin(x− x1)
x2 − x1 ) cos(
pik(y − y1)
y2 − y1 )dy dx.
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В силу периодичности системы по переменным х и у можно выделить одну
ячейку с границами, представленными формулами:
x1 = −T1
2
;
x2 =
T1
2
;
y1 = −T2
2
;
y2 =
T2
2
.
(1.13)
Учитывая (1.12), (1.13), для функции vk,n(z) получаем:
−((pin
T1
)2 + (
pin
T2
)2)
T1T2
α
vk,n(z) +
T1T2
α
v′′k,n(z) =
= − 1
0
ε∫
−ε
ε∫
−ε
ρ(x, y, z) cos(
pin(x− x1)
T1
) cos(
pik(y − y1)
T2
)dy dx. (1.14)
Уравнение (1.14) можно переписать в виде:
v′′k,n(z)− γ2k,nvk,n(z) = −
α
0T1T2
ϕ(z)×
×
ε∫
−ε
ε∫
−ε
cos(
pin(x− x1)
T1
) cos(
pik(y − y1)
T2
)d ydx, (1.15)
где
γ2k,n = (
pin
x2 − x1 )
2 + (
pik
y2 − y1 )
2 = (
pin
T1
)2 + (
pik
T2
)2;
ϕ(z) =
{
ρm, |z − zk| < δ;
0, else.
Интегрируя и преобразовывая (1.15), получаем:
v′′k,n(z)− γ2k,nvk,n(z) = −
α
0pi2kn
ϕ(z)×
×(2 sin pinε
T1
cos
pinx1
T1
)(2 sin
pikε
T2
cos
piky1
T2
).
Заменим синус малого аргумента самим аргументом:
v′′k,n(z)− γ2k,nvk,n(z) = −
4αε2ϕ(z)
0T1T2
cos
pinx1
T1
cos
piky1
T2
. (1.16)
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Решение уравнения (1.16) будем искать в виде:
vk,n(z) = C1(z) cosh(γk,nz) + C2(z) sinh(γk,nz). (1.17)
Согласно методу вариации постоянных, для C1(z) и C2(z) получаем уравне-
ния:
C ′1(z) cosh(γk,nz) + C
′
2(z) sinh(γk,nz) = 0;
γk,n(C
′
1(z) sinh(γk,nz) + C
′
2(z) cosh(γk,nz) = −
4αε2ϕ(z)
0T1T2
cos
pinx1
T1
cos
piky1
T2
.
Отсюда
C ′1(z) =
4αε2ϕ(z)
0T1T2γk,n
cos
pinx1
T1
cos
piky1
T2
sinh(γk,nz);
C ′2(z) = −
4αε2ϕ(z)
0T1T2γk,n
cos
pinx1
T1
cos
piky1
T2
cosh(γk,nz);
C1(z) =
4αε2
0T1T2γk,n
cos
pinx1
T1
cos
piky1
T2
z∫
0
ϕ(τ) sinh(γk,nτ)dτ + C
∗; (1.18)
C2(z) = − 4αε
2
0T1T2γk,n
cos
pinx1
T1
cos
piky1
T2
z∫
0
ϕ(τ) cosh(γk,nτ)dτ + C
∗∗. (1.19)
Подставив (1.18) и (1.19) в (1.17), получим:
vk,n(z) = C
∗ cosh(γk,nz) + C∗∗ sinh(γk,nz) +
4αε2
0T1T2γk,n
×
× cos pinx1
T1
cos
piky1
T2
z∫
0
ϕ(τ) sinh(γk,n(τ − z))dτ, (1.20)
где постоянные C∗ и C∗∗ найдем из краевых условий (1.2). Первое условие
дает:
C∗ = 0. (1.21)
Из второго условия:
С∗∗ sinh(γk,nZM+1) +
+
4αε2
0T1T2γk,n
cos
pinx1
1
cos
piky1
T2
ZM+1∫
0
ϕ(τ) sinh(γk,n(τ − ZM+1))dτ = U0;
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C∗∗ = U0
z
zM+1
+
M∑
m=1
αqm cos
pinx1
T1
cos
piny1
T2
sinh(γk,n(zM+1 − zm))
0T1T2γk,n sinh(γk,nzM+1)
. (1.22)
Таким образом, с учетом (1.21) и (1.22), функция (1.20) имеет вид:
vk,n(z) =
M∑
m=1
αqm cos
pinx1
T1
cos piny1T2 sinh(γk,n(zM+1 − zm)) sinh(γk,nz)
0T1T2γk,n sinh(γk,nzM+1)
+
+
4αε2
0T1T2γk,n
cos pinx1T1 cos
piky1
T2
z∫
0
ϕ(τ) sinh(γk,n(τ − z))dτ.
Для z ≤ zm интеграл обратится в нуль:
vk,n(z) =
M∑
m=1
αqm cos
pinx1
T1
cos piny1T2 sinh(γk,n(zM+1 − zm)) sinh(γk,nz)
0T1T2γk,n sinh(γk,nzM+1)
.
Для z > zm найдем:
vk,n(z) =
M∑
m=1
αqm cos
pinx1
T1
cos piny1T2 sinh(γk,n(zM+1 − zm)) sinh(γk,nz)
0T1T2γk,n sinh(γk,nzM+1)
+
+
4αε2
0T1T2γk,n
cos pinx1T1 cos
piky1
T2
zm+δ∫
zm−δ
ϕ(τ) sinh(γk,n(τ − z))dτ,
vk,n(z) =
M∑
m=1
αqm cos
pinx1
T1
cos piny1T2 sinh(γk,n(zM+1 − z)) sinh(γk,nzm)
0T1T2γk,n sinh(γk,nzM+1)
.
Распределение потенциала примет вид:
U(x, y, z) =
∞∑
k=0
∞∑
n=0
M∑
m=1
vk,n,m(z) cos(
pin(x− x1)
T1
) cos(
pik(y − y1)
T2
), (1.23)
где
vk,n,m =

αqm cos(
pin
2 ) cos(
pik
2 )
ε0T1T2γk,n
sinh(γk,n(zm+1 − zm)) sinh(γk,nz)
sinh(γk,nzm+1)
, z ≤ zm;
αqm cos(
pin
2 ) cos(
pik
2 )
ε0T1T2γk,n
sinh(γk,n(zm+1 − z)) sinh(γk,nzm)
sinh(γk,nzm+1)
, z > zm.
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1.4 Численный расчет системы полевых като-
дов
1.4.1 Реализация задачи на языке C++
Для численного расчета рассматриваемой системы была написана про-
грамма на языке С++ в среде программирования Microsoft Visual Studio.
Параметры для расчета системы имеют следующие значения: U0 = 100;
T1 = 4; T2 = 4; zN = 0.5; zN+1 = 1; N = 10; zm = zm−1 + zN/N ; qm = −100;
m = 1, N .
Все значения параметров приведены в безразмерных величинах.
В результате работы программы получается массив с двумя выходными
значениями — потенциал и координата расчетной точки. Далее программа
модифицируется на вывод необходимых данных в файл. Используя получен-
ный файл, строится распределение потенциала в заданной области (Рисунки
1.2 и 1.3). Графики получены с помощью приложения gnuplot 5.0.
Для сравнения были построены графики с приведенными выше парамет-
рами при варьировании периодов ячейки T1 и T2.
Рисунки 1.4 и 1.5 соответствуют параметрам T1 = T2 = 2.
Рисунки 1.6 и 1.7 соответствуют параметрам T1 = T2 = 3.
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Рис. 1.2: Распределение эквипотенциалей в плоскости y = 0.
Рис. 1.3: Распределение эквипотенциалей в плоскости y = x.
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Рис. 1.4: Распределение эквипотенциалей в плоскости y = 0.
Рис. 1.5: Распределение эквипотенциалей в плоскости y = x.
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Рис. 1.6: Распределение эквипотенциалей в плоскости y = 0.
Рис. 1.7: Распределение эквипотенциалей в плоскости y = x.
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1.4.2 Многопоточная реализация программы с исполь-
зованием OpenMP
В настоящее время практически каждый компьютер имеет процессор с
несколькими ядрами, даже простейшая домашняя система имеет двухъядер-
ный процессор. При этом, большая часть программ имеет один главный поток
исполнения, а значит, действия данной программы следуют друг за другом и
задействовано только одно ядро процессора.
Одним из способов использования нескольких потоков, а следовательно,
и ускорения задачи, является распределение вычислительной работы между
ними. В данной работе задействована технология OpenMP.
OpenMP позволяет выполнять параллельные вычисления с использовани-
ем многопоточности, где задача разделяется между доступным количеством
потоков. В таком случае на устройстве с несколькими ядрами потоки выпол-
няются параллельно и ускоряют работу программы.
В итоговой программе для расчёта потенциала U технология OpenMP при-
меняется в цикле. Для этого используется директива pragma omp parallel
for [8].
Ускорение параллельного алгоритма:
R(n) =
T1
Tn
=
358.04
49.01
= 7.31.
Эффективность системы из n процессоров:
E(n) =
R
n
=
7.31
8
= 0.91.
На рисунке 1.8 синей линии соответствует система с четырехъядерным
процессором с частотой ядра 4.1 GHz, оранжевой — система с двухъядерным
с частотой 2.2 GHz и черной — система с двумя четырехъядерными процес-
сорами частота ядер которых 2 GHz.
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Рис. 1.8: График зависимости времени работы программы от количества по-
токов.
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Глава 2
Расчет радиуса кривизны
экрипотенциалей в системе
полевых катодов
2.1 Численный расчет радиуса кривизны экри-
потенциалей на оси катода
В соответствии с полученным аналитическим решением (2)–(5), радиус
кривизны на оси катода при y = 0 определяется формулой [10]:
R(z) =
∣∣∣∂U
∂z
/∂2U
∂x2
∣∣∣∣∣∣∣∣
x=0
.
Для численного расчета радиуса кривизны по данной формуле была на-
писана программа на языке C++.
Параметры для расчета системы имеют значения: U0 = 100; zN = 0.5;
zN+1 = 1; N = 10; zm = zm−1 + zN/N ; qm = −100; m = 1, N .
Все значения параметров приведены в безразмерных величинах.
Рисунок 2.1 соответствует значениям периодов системы T1 = T2 = 4.
Рисунок 2.2 соответствует значениям периодов системы T1 = T2 = 3.
Рисунок 2.3 соответствует значениям периодов системы T1 = T2 = 2.
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Рис. 2.1: Радиус кривизны экрипотенциалей на оси катода при T1 = T2 = 4.
Рис. 2.2: Радиус кривизны экрипотенциалей на оси катода при T1 = T2 = 3.
Рис. 2.3: Радиус кривизны экрипотенциалей на оси катода при T1 = T2 = 2.
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Рис. 2.4: Таблица значений радиуса кривизны на вершине катода.
2.2 Численный расчет радиуса кривизны экри-
потенциалей на плоскости y = 0
Для расчета радиуса кривизны на плоскости так же была написана про-
грамма на языке C++ по формуле R = 1/K , где [10]
K =
−U ′2z U ′′xx + 2U ′xU ′zU ′′xz − U ′2x U ′′zz
(U ′2x + U ′2z )3/2
Численное значение радиуса кривизны экрипотенциалей было найдено для
тех же параметров что и в предыдущем разделе.
Рисунки 2.5 и 2.6 соответствуют значениям периодов системы T1,2 = 4.
Рисунки 2.7 и 2.8 соответствуют значениям периодов системы T1,2 = 3.
Рисунки 2.9 и 2.10 соответствуют значениям периодов системы
T1,2 = 2.
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Рис. 2.5: Радиус кривизны экрипотенциалей в плоскости y = 0 при T1,2 = 4.
Рис. 2.6: Радиус кривизны экрипотенциалей в плоскости y = 0 при T1,2 = 4.
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Рис. 2.7: Радиус кривизны экрипотенциалей в плоскости y = 0 при T1,2 = 3.
Рис. 2.8: Радиус кривизны экрипотенциалей в плоскости y = 0 при T1,2 = 3.
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Рис. 2.9: Радиус кривизны экрипотенциалей в плоскости y = 0 при T1,2 = 2.
Рис. 2.10: Радиус кривизны экрипотенциалей в плоскости y = 0 при T1,2 = 2.
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Заключение
В данной работе, в главе 1, смоделирована многоэмиттерная система, в ко-
торой каждое острие расположено в центре периодической прямоугольной ре-
шетки. Таким образом была выделена одна ячейка системы, представляющая
собой диодную систему — полевой катод в форме острия на плоской подложке,
напряжение на которых равно нулю, и анод в виде плоскости, параллельной
подложке с заданным постоянным напряжением U0. Влияние полевого оcтрия
на потенциал во внутренней области ячейки заменялось влиянием системы то-
чечных зарядов, расположенных на оси. Распределение электростатического
потенциала найдено в аналитическом виде для исследуемой системы с гра-
ничными условиями (1.2) в виде рядов Фурье (1.23). Написана программа
на языке C++ для численного расчета полевой диодной системы, которая
в дальнейшем была оптимизирована с использованием технологии OpenMP.
По полученным из программы данным были построены графики для раз-
ных размеров ячеек с одинаковым набором остальных параметров. Числен-
ные значения, полученные в этой главе, совпадают с качественно ожидаемым
распределением потенциала.
Во второй главе для расчета радиуса кривизны эквипотенциалей были
написаны программы на языке C++. В первом разделе данной главы исполь-
зовалась формула для нахождения радиуса кривизны на оси Oz при x = 0,
y = 0. При вычислении кривизны использовались параметры системы, ве-
личины которых совпадают с значениями, приведенным в пункте 1.4.1 для
нахождения распределения потенциала. По данным, полученным в резуль-
тате работы программы, построены двумерные графики радиуса кривизны
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эквипотенциалей в области вершины острия. Во втором разделе главы была
использована формула для нахождения радиуса кривизны эквипотенциалей
в любой точке области. Для расчета так же использовались параметры систе-
мы, приведенные в пункте 1.4.1, и по полученным значениям были построены
трехмерные графики распределения радиуса кривизны эквипотенциалей.
В соответствии с проведенными численными расчетами было установлено,
что с уменьшением величины периода ячейки происходит уменьшение ради-
уса кривизны вершины острия. Данный факт соответствует известному экс-
периментальному явлению экранировки периодической системы полевых ка-
тодов при достаточно плотной упаковки эмиттеров.
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